Sfeerisk geometri

26. Sfeeriske trekanter?

Den szedvanlige plangeometri handler, som navnet antyder, om geometri pa en »plan«
flade. Som model af den virkelige verden er plangeometrien udmeerket, blot man holder sig
indenfor et begraenset omrade pa jordkloden.

Hvis man beskaeftiger sig med geometriske opgaver i mere global malestok, duer
plangeometrien ikke. En bedre model af virkeligheden har man da i den sfeeriske geometri,
der handler om geometri pa en kugleflade. Vi skal i dette kapitel bl.a. beskeaeftige os med
nogle af de grundlaeggende begreber fra den sfaeriske trigonometri, trekantsberegning pa en
kugleflade.

| plangeometrien er de grundlaeggende begreber punkt og linje. De tilsvarende begreber i
den sfeeriske geometri er punkt og storcirkel. En storcirkel er en cirkel, som fremkommer ved
en skeering af kuglefladen med en plan, der gar gennem

kuglens centrum. Som eksempel pa en storcirkel kan man ’*
teenke pa sekvator pa jordkuglen. ‘

\
En trekant ABC, der afgreenses af storcirkelbuer, kaldes en \

sfeerisk trekant, se figur 26.1. Vi vil kun betragte sfeeriske
trekanter, hvor alle sider og vinkler er mindre end 180°.

Figur 26.1.
26.2 EKSEMPEL
Et fundamentalt begreb i plangeometrien er »parallelle linjer«. To linjer siges som bekendt at
veere parallelle, safremt de ikke skeerer hinanden.
Betragter vi to storcirkler, ser vi, at de altid vil skeere hinanden i to punkter (der ligger
diametralt modsat pa kuglefladen). Begrebet »parallelle linjer« har altsa ingen mening i den
sfeeriske geometri.

| det falgende betragter vi en kugleflade med radius r. Lad os minde om, at overfladearealet
af kuglen er F =4zr?. Vinklen mellem to storcirkler defineres som vinklen mellem de to
planer, der frembringer storcirklerne. Den sfaeriske afstand mellem to punkter A og B
defineres som bueleengden af den mindste af de to storcirkelbuer, der gar mellem A og B.
Den sfaeriske afstand kan angives i enten grader eller radianer.

! Jonny Schultz: Matematik hgjniveau 1, Trip 1994, s. 102.
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Arealet af en sfaerisk trekant m.m.

Tilleg til side 103 — 104 1 Matematik hgjniveau 1 fra TRIP, af Erik Vestergaard,
http://www.matematiksider.dk/sfaere.html

Sfeerisk tokant

Givet en kugle. En plan, der passerer igennem kuglens centrum, skarer kuglen i en
sakaldt storcirkel. To forskellige storcirkler pa kuglen afgrenser en sfeerisk tokant. Den
sfeeriske tokant har to hjgrner P og P’, som er antipodiske 1 forhold til hinanden, dvs. P
og P’ ligger diamentralt modsat pa kuglen. Per definition er hjgrnernes vinkler P og P’
lig med vinklen mellem de to planer, som indeholder omtalte storcirkler. Hvis man
tegner en “&kvator” ind pa kuglen, dvs. en storcirkel, sa P og P’ bliver “nordpol” og
”sydpol” i forhold hertil, sé er vinkel P (= vinkel P’) lig med vinklen mellem vektorerne

OA og OB , jevnfgr figur 1 (Overvej hvorfor!). Vinkel P er i gvrigt ogsa lig med
vinklen mellem tangenterne til storcirklerne i punktet P : Se figur 2, hvor man kigger pa
kuglen fra en position ”lodret” over punkt P — sa P og P’ ser ud til at falde sammen.
Tokanten er det skraverede omradde. Det er da ret klart, at rokantens areal mdad
forholde sig til hele kuglens areal som vinklen P forholder sig til 360 grader. Hvis hele
kuglens areal betegnes F = 41r”, hvor r er cirklens radius, si ma tokantens areal vare

lig med fglgende:

(1) a(PAP'B) = P F
360°

Sfeerisk trekant

Hvis man “cutter” en kugle med tre planer, der alle passerer igennem kuglens centrum,
sa frembringes i alt 8 sfeeriske trekanter, som vi jevnfgr figur 3 kan betegne:

2) ABC A’'B’C’
A’BC AB’C’
ABC’ A’'B’C
A’BC’ AB’C

Til hgjre for hver sfaerisk trekant i venstre sgjle star den tilhgrende antipodiske tre-
kant”: Hjgrnerne i den antipodiske trekant til en given trekant fas ved at udskifte hvert
hjgrne 1 den oprindelige trekant med det tilsvarende antipodiske punkt. Antipodiske
trekanter er i gvrigt kongruente, dvs specielt har de samme areal.

Bemark, at alle de sferiske trekanter i fgrste sgjle alle har B som hjgrne. Se pa figur
3: De fire trekanter udgar alle fra B og danner tilsammen en halvkugle, nemlig alle tre-
kanterne “over” den plan, som indeholder punkterne A, C, A’ og C’. Summen af arealer-
ne af trekanterne i venstre sgjle er altsa Y2F .

Side 2



Areal af sfarisk trekant

Vi er interesseret i at bestemme arealet af den sferiske trekant ABC. Dertil viser det sig
fornuftigt ferst at se pa alle de sferiske tokanter, som indeholder trekant ABC. Der er
tale om fglgende sferiske tokanter, jevnfer figur 3:

ABA’C CAC’B BAB’C

Vinklerne i de tre tokanter er henholdsvis A, C og B. Tokanternes samlede areal er derfor
ifglge (1) ovenfor:

a(ABA'C)+a(CAC'B)+a(BAB'C)
3)
A C B

= F+ F+ F = (A+B+(C)
360° 360° 360° 360°

Vi skal finde et andet udtryk for det samme areal. Hver tokant kan splittes op i to
trekanter. Tokant ABA’C kan for eksempel splittes op 1 trekanterne ABC og A’BC
(bemerk systemet!). Alt i alt kan de tre tokanter splittes op i fglgende 6 trekanter:

ABC A’BC ABC ABC’ ABC AB’C

For det fgrste er der tre styk af trekant ABC. Dernast er der ét styk af alle de gvrige
trekanter pa den “gvre halvkugle” (halvkugle “over ” storcirklen ACA’C’) undtagen
trekant A’BC’. Til gengeld er der en anden trekant, nemlig AB’C. Imidlertid er A’BC’
og AB’C hinandens antipodiske, sa de er kongruente og har samme areal. Sa vi kan uden
videre udskifte trekant AB’C med A’BC’ uden at det @ndrer pa det samlede areal. Efter
udskiftningen har vi altsa ét styk af hver af trekanterne pa den “gvre” halvkugle samt to

ekstra dubletter af trekant ABC. Da arealet af en halvkugle er ¥2F, far vi nu et nyt udtryk
for tokanternes samlede areal: 2-a(ABC)+%2F . Sattes dette udtryk lig med (3) far vi:

2-a(ABC)+%#F = (A+B+0) F
360°
4 g
F
a(ABC) = (A+B+C-180°)
720°
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Figur 2

Figur 3
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26.7 SAETNING 2

En sfeerisk trekant har arealet
a=(A+B+C —180)i
720

hvor A, B og C betegner vinklernes gradtal, og F =4zr? er kuglefladens areal.

Seetning 26.7 viser en meget central forskel mellem den geometri, der geelder i planen, og
den, der geelder pa en kugleflade. Vinkel summen i en plan trekant er som bekendt 180°. Da
arealet af en sfaerisk trekant er starre end 0, far vi af seetning 26.7:

A+B+C-180>0< A+B+C >180

| en sfeerisk trekant er vinkelsummen altsd altid stgrre end 180°. Forskellen A+ B+C -180
mellem vinkelsummen og 180° kaldes trekantens sfeeriske exces.

26.8 OVELSE
Genopfrisk beviset for, at vinkelsummen i en plan trekant er 180°.
Hvorfor kan beviset ikke bruges for en sfaerisk trekant?

26.9 OVELSE

Tegn en kugle, og tegn pa denne en storcirkel som aekvator.

Tegn dernaest to nord-sydgaende storcirkler. De afgraenser en sfeerisk trekant pa den
gverste halvkugle, med grundlinjen pa aekvator.

Hvor store er vinklerne ved grundlinjen?

Kan man tegne en sfeerisk trekant med tre rette vinkler?

Hvor stor kan vinkelsummen i den betragtede type af sfeeriske trekanter hgjst blive?
Man kan vise, at der for en vilkarlig sfeerisk trekant geelder, at A + B + C < 540°. Tegn en
sfaerisk trekant, hvis vinkelsum er teet pa denne gvre graense.

Ekstra gvelser
1) Givet en kugle med radius r = 2. Bestem arealet af en sfaerisk trekant med vinkler
A=108°, B=37° og C =89°.

2) Givet en kugle med radius r =1. Bestem arealet af en sfaerisk trekant med vinkelsummen
360° (udtrykt ved 7).

3) Givet en kugle med radius r =1. Hvad er greenseveerdien for arealet af en sfeerisk
trekant, nar vinkelsummen gar mod 540° (udtrykt ved r)?

4) Hvor mange gange starre bliver arealet af en sfeerisk trekant, hvis kuglens radius:
- fordobles?
- tredobles?
ICT

2 Jonny Schultz: Matematik hgjniveau 1, Trip 1994, s. 104.
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27. Sfeeriske koordinater®

Ved positionsangivelser pa en kugleflade kan man benytte sfaeriske koordinater. De svarer i
princippet til et punkts leengde og bredde, som vi kender det ved positionsangivelser pa
jordklode.

Kuglen anbringes i et saedvanligt koordinatsystem som vist pa figur 27.1. Storcirklen bestemt
ved xy-planen skal svare til aekvator. Langs denne males vinklen ¢ (phi) med fortegn, sa
-180° < ¢ <180°. Tilsvarende males vinklen 0 (theta) mellem -90° og 90°, idet der regnes

positivt pa den nordlige halvkugle. Talszettet (¢,0) kaldes de sfeeriske koordinater for punktet
P. For nordpolen og sydpolen geelder henholdsvis 6 = 90° og 6 = -90°, mens ¢ kan veelges
vilkarligt.

Omsaetningen mellem sfeeriske koordinater (¢,0) og seedvanlige koordinater (x,y,z) foregar
pa falgende made. Vi antager, at kuglen har radius r. Laengden af OQ er lig med rcos@ . Af
trekanterne pa figuren ser vi, at der geelder

X =1 C0S&cos g
27.2  y=rcosfsing
z=rsin@

Af disse ligninger kan (x,y,z) bestemmes, hvis r og (¢,0) er kendt. Hvis (x,y,z) er givet, kan vi

farst beregne r = /x> +y’ +z° og dernaest bestemme (¢,0) af (27.2). Vi viser et eksempel pa
dette.

27.3 EKSEMPEL
Et punkt pa en kugleflade har koordinater (x,y,z) = (3,4,12). Vi vil bestemme kuglens radius
og punktets sfeeriske koordinater. Vi far farst:

r=+3*+4%+12% =13

Af ligningen z=rsin@ far visinH:%, hvilket giver 6 = 67,38°.

Endvidere ser vi, at tan¢=l=§, og heraf far vi ¢ = 53,13°.
X

Punktets sfeeriske koordinater er altsa
(9,0) = (53,13° ; 67,38°)

27.4 QVELSE
Bestem koordinater (x,y,z) til punkterne med fglgende
sfeeriske koordinater, idet kuglens radius er 5. Illustrer
punkternes beliggenhed pa kuglen.

A(15°,50°) B(—40°,35°) C(75°,-25°)

27.5 QVELSE
Bestem de sfeeriske koordinater for punktet (3,-4,6).

Figur 27.1.

% Jonny Schultz: Matematik hgjniveau 1, Trip 1994, s. 105-106gverst.
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Sfaeriske koordinater til rektangulsere koordinater

Tilleeg til side 105 i matematik hgjniveau 1 fra TRIP. Af Erik Vestergaard,
http://www.matematiksider.dk/sfaere.html

Punktet Q ligger lodret under punktet P i xy-planen. Bemark, at ¢ er den vinkel, som
@ er drejet 1 forhold til x-aksen. Vinklen ¢ regnes i intervallet ]— 180°; 180°] og
regnes positiv over mod y-aksen og negativ den modsatte vej. Vinklen 0 er den "lodrette
vinkel”, dvs. den vinkel, som OP ligger over @ . Vinklen regnes i intervallet

[— 90°; 90°] : positiv, nar OP ligger over xy-planen og negativ, nar oP ligger under xy-

planen.

Vi skal nu se pa omsatningen mellem sferiske og rektangulare koordinater: Helt
pracist skal vi givet et punkt P med de sfaeriske koordinater (¢,0) finde hvad det svarer

til 1 rektangul@re koordinater (x,y,z). Betragt det tredimensionale billede af situationen

pa figur 1: Punktet Q fas ved at projicere P ned i xy-planen. Pa figur 2 ser jeg specielt pa
trekanten OPQ. Vi finder nemt l&ngden af linjestykket OQ:

(2a) sin@) == o  z=r-sin(0)
r

(2b) cos(0) = @ & |0Q|=r-cos(6)
r

Pa tilsvarende made fas af figur 3, hvor situationen er set oppefra:

(3a) cos(p) = @ & x =|0Q|-cos()
(3b) sin(@) = @ o y=|0g|-sin(e)

Indsattes (2b) i (3a) og (3b) fas

4) x=[0Q|-cos(9) = r-cos(0)-cos(¢)
5) y= |OQ|-sin((p) = r-cos(0)-sin(Q)

Sammen med (2a) giver (4) og (5) udtrykkene for de tre koordinater x, y, og z.
I gvrigt er radius givet ved

(6) r=xt+y +7.
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Figur 1

Figur 2

P(x,y,2)

Figur 3
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28. Sfeerisk trigonometri®

Grundlaget for trekantsberegning pa kuglefladen er et seet formler, der kaldes
cosinusrelationerne. For at udlede disse betragter vi en sfaerisk trekant ABC anbragt pa en
kugleflade med radius r, se figur 28.1. Bueleengderne for trekantens sider betegnes a, b og
c, og Vi vil her male dem i grader.

[se bevis pa sidste sider]
28.3 COSINUSRELATIONER FOR SFARISK TREKANT

cosc = cosacosb + sinasinbcosC

cos b CoS a cos ¢ + sin a sin ¢ cos B

cos a cos b cos ¢ + sin b sin c cos A

28.4 EKSEMPEL

Paris og New Delhi har sfeeriske koordinater A(2,3° ; 48,8°)

og B(77 ,2° ; 28,6°). Den korteste vej for en non-stop flyvning er
langs storcirklen gennem A og B. Vi vil beregne afstanden AB, den
kurs, man skal starte med fra Paris, og den kurs, man flyver, nar man
naermer sig New Delhi, se figur 28.5.

Af de givne oplysninger fas

a=614° b=412° C=749° Figur 28.5.
Buen c findes ved hjeelp af cosinusrelationer
COS C = c0s 61,4° cos 41,2° + sin 61,4° sin 41,2° cos 74,9°

Heraf fas ¢ = 59,3°. Seetter vi jordens radius til 6370 km, far vi afstanden AB til

AB = Zﬂr% =6590 km
360

Startkursen er lig med vinkel A. Vi benytter den nederste af formlerne i (28.3)

cos a - cos b cos ¢
sin b sin ¢

cos A =

Indseettes tallene fas A = 80,4°. Denne kurs kan nok
virke lidt overraskende, da New Delhi ligger ca. 20°
sydligere end Paris. P4 tilsvarende made findes
vinkel B til B = 47,7°.

Kursen ved slutningen af flyveturen er altsa 90° +
47,7°=137,7° .1

Indtegnes storcirkelruten pa et seedvanligt landkort,
bliver resultatet som vist pa figur 28.6. Tilsyneladende
flyver man en omvej, men det er altsa den korteste Figur 28.6.
rute.

% Jonny Schultz: Matematik hgjniveau 1, Trip 1994, s. 106-110.
* CT: Dette mé vare en fejl. Kursen er 180°-47,7°=132,3°.
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Udfra (28.3) kan man udlede et saet formler, der svarer til plangeometriens sinusrelationer.

28.7 SINUSRELATIONER FOR SFARISK TREKANT
sin A_sinB sin C
sina sinb sinc

(...)
Vi vil afslutte med nogle formler vedrgrende retvinklede sfeeriske trekanter.

28.9 OVELSE
Lad ABC veere en retvinklet sfeerisk trekant med C = 90°. Vis, at der geelder
1) cos ¢ = cos a cos b

2) sinA:SI_ﬁ 0og sinB:SI_n b
sinc sin ¢

Af cosinusrelationerne for cos a far vi
_ cosa-—coshcosc

0SA= - -
sinbsinc

Hvis C = 90°, geelder ifglge (28.9), at cosa =&SE, og vi far da
Ccos

coscC
———~—coshcosc

cos A — 08 _cosc—cos’hcosc _ coscsin’b _ tanb

sinbsinc cosbsinbsinc  cosbsinbsinc tanc

En analog formel gzelder for cos B, sa vi har

28.10 Hvis C = 90° sa er cosA:@ 0og cosB :taﬂ

tanc tanc

Ved hjeelp af (28.9) og (28.10) kan man foretage beregninger i en retvinklet sfaerisk trekant.
Vi viser et eksempel.

28.11 EKSEMPEL
| en sfeerisk trekant er C = 90°, a = 62,3° og B = 34,7°. Vi vil beregne de ukendte stykker.

Af (28.10) fr vi

tanc = tana =C=66,7°
cosB
Herefter benyttes (28.9)
cosb=2% py =31,5°
cosa
Villkel A kan nu findes af
sinA=""2  A_74,7°
sinc
Hermed er opgaven lgst. Vinkelsummen i den pagaeldende Figur 28.12.
trekant er

A+B+C=74,7°+34,7°+90,0°=199,4°.

28.13 OVELSE

| nedenstaende sfeaeriske trekanter er C = 90°. Beregn de ukendte sider og vinkler samt
vinkelsummen.

1) a=53,2°;b=17,4° 2)a=37,3°; A=43,9°
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Beviser for cosinus- og sinusrelationerne

Generelt
| beviserne for cosinus- og sinusrelationerne for en sfeerisk trekant, anvendes bla. falgende:
2 A2
Ccos“V+sin“v=1
cos(90°—v)=sinv

A

(@]

sin(90°—v) =cosv
Bemeerk at bueleengder, dvs. trekantens sider, ikke males i
almindelige leengdeenheder, men i grader.
Det betyder, at stgrrelsen af buen AB er lig starrelsen af den

vinkel ¢ ved kuglens centrum M, som buen spaender over.

Bevis for cosinusrelationerne

Vi veelger et koordinatsystem, sa punktet C er sammenfaldende med nordpolen,og sa
storcirklen gennem A og C gar gennem x-aksen. Sa far punkterne A og B falgende sfaeriske
koordinater:

A:(p,0)
B:(¢.0)

(0°,90°—b)
(C,90°-a)

X

far stedvektorerne OA og OB nedenstdende rektanguleere koordinater | y |:
z

rcosgcose) [rcos(90°—b)cos0°) (rsinb
OA=|rcosdsing |=|rcos(90°—b)sin0° |=| 0
rsinéd rsin(90°—b) rcosbh

og

r oS cos g rcos(90°—a)cosC rsinacosC
OB =| rcosdsing |=| rcos(90°—a)sinC |=| rsinasinC
rsind rsin(90°—a) rcosa

Leengderne af stedvektorerne er naturligvis lig kuglens radius r.
Vi udregner nu skalarproduktet af de to stedvektorer pa to forskellige mader:
OA-OB = 6&H5I§‘~cosc =r?cosc
rsinb ) (rsinacosC

OA-OB=|0 .l rsinasinC |=r?sinasinbcosC +r?cosacosh
rcosh rcosa
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De to udtryk kombineres nu i en ligning:

r?cosc =r?sinasinbcosC +r? cosacosb
& cosc=sinasinbcosC +cosacosb

Tilsvarende formler kan fas for cos a og cos b ved at veelge andre koordinatsystemer.

Bevis for sinusrelationerne

Beviset tager udgangspunkt i to sande udsagn. Det farste er cosinusrelationen for cosc,
som omskrives:

cosc =cosacosh+sinasinbcosC
& sinasinbcosC =cosc—cosacosb

. . 2
< sin®asin®bcos’ C =(cosc—cosacosb)
< sin®asin®bcos® C = cos’ ¢ +cos* acos*b—2cosacosbcosc (1)
Den anden er:
sin”asin®bsin® C =sin” asin? b(l—cos2 C) =sin*asin®b-sin*asin®bcos’C. (2)

Naeste skridt er at indsaette (1) som sidste led i (2), altsa at kombinere de to sande udsagn:

sin®asin’bsin® C =sin”asin’ b—(cos2 c+cos*acos’b— 2cosacosbcosc)
=sin”*asin®b—cos’ ¢ —cos* acos’ b+ 2cosacoshcosc
=(1-cos*a)-(1-cos’b) - cos’ c —cos” acos b+ 2cosacoshcosc
=1-cos”a—cos’ b+ cos® acos’b—cos*c—cos”acos’b+2cosacoshcosc
=1-(cos*a+cos’ b+cos® ¢)+2cosacoshcosc

Det specielle ved det sidste udtryk er, at det beholder samme vaerdi, hvis siderne a, b og c
ombyttes. Det samme ma sé gaelde for sin®asin’bsin®C , og derfor har vi:
sin® asin®bsin® C =sin*bsin®csin® A=sin’csin®asin®B.

Da sinus er positiv intervallet ]0°;180°[, geelder sluttelig:

sin®asin?bsin® C =sin®bsin® ¢sin? A=sin’csin®asin’® B

& sinasinbsinC =sinbsincsin A=sincsinasin B
sinasinbsinC _ sinbsincsin A _sincsinasinB
sinasinbsinc sinasinbsinc sinasinbsinc
sinC sinA sinB

= — =— =—
sinc sina sinb

ICT
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